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MG DAU

1. Ly do chon dé tai

Lép cac ham s6 don diéu va 16i, 16m c6 vi tri rat quan trong trong Giai tich Toan
hoc vi n6 khong nhitng 13 mot ddi tugng nghién citu trong tam ciia nhiéu mo hinh toan
hoc ma con 1a mot cong cu dic luc dé khao sat bat ding thiic va cac bai toan cuc tri.

Trong hau hét cac ki thi hoc sinh giéi toan quoc gia va Olympic toan quoc té thi cac
bai toan vé ham s6 thuong duge dé cap dén va duge xem nhu nhitng dang toan rat kho
cia bac pho thong.

Do d6, dé tai "Ham don diéu, tva don diéu va mot s6 ing dung ctia phép don diéu
héa ham s6" dudge nghién citu nhim thé hién ré vai tro quan trong ctia ham don dieu,

tua don diéu trong cac dang toan thi HSG qubc gia va Olympic quoc té.

2. Lich st nghién cttu

Hién nay céc tai lieu tham khdo vé chuyén dé ham s6 c6 nhiéu nhung chua dé cap
day du va hé théng dén 16p cac ham don dieu, tya don diéu cling cac tng dung clia
ching.

Vi vay, viec khdo sat sau hon vé 16p cac ham don diéu, tia don diéu va cac dang
toan tng dung lien quan cho ta hiéu sau sic hon vé Iy thuyét ciing nhu céc ting dung

lien quan dén ham s6.

3. Muc dich, d6i tuong va pham vi nghién citu

Luan van "Ham don diéu, tua don diéu va mot so wng dung cia phép don diéu hoa
ham s6" trinh bay mot s6 van dé lien quan dén 16p cac ham don diéu, tya don dieu va
mot s6 tng dung lién quan.

Muc dich nghién citu clia luan vin nham thé hién ré vai tro quan trong ctia ham don

diéu trong cac dang toan thi HSG qubc gia va Olympic quoc té.

4. Cac luan diém va déng gop cua luan van

Luan vin gom phan mé dau, két luan va 3 chuong.



111
Chuong 1. Mot s6 16p ham s6 don diéu
Chuong 2. Phép don diéu hoa ham s
Chuong 3. Cac dang toan lién quan
Trong cac chuong déu trinh bay mot hée thong bai tap ap dung gii cac dé thi HSG
qubc gia va Olympic quoc té lien quan, gop phan gitp cho hoc sinh va gido vién c6 thém

mot s6 phuong phép giai toan bat dang thic.

5. Phuong phap nghién ctu

Luan van nay dugce st dung mot sé6 phuong phap nghién cttu sau day:

Nghién citu tit cac nguon tu lieu gom: cac tai lieu tham khao duge néu & phan cudi
ciia luan van, séch gido khoa pho thong, cac tai lieu danh cho gido vién, tap chi toan
hoc tudi tré, cac deé tai nghién citu co lien quan, ...

Nghién citu thong qua viéc tiép can lich s, suu tap, phan tich, tong hop tu lieu va
tiép can he thong.

Nghién citu tit thuc nghiém su pham & truong pho thong.

Luan vian dugc hoan thanh dudi sy hudéng dan khoa hoc ctia NGND.GS.TSKH.
Nguyén Van Mau, nguyén Hiéu trudng trucng Dai hoc Khoa hoc Ty nhién, Dai hoc
Qubc gia Ha Noi, ngusi thay da tan tinh huéng dan, gitup do tac gid trong sudt qua
trinh hoan thanh ban luan van nay. TAc gid xin bay to6 long biét on chan thanh va kinh
trong sau sac doi véi Gido su.

Tac gia xin chan thanh cam on Ban giam hiéu, Phong dao tao, Khoa Toan - Tin
truong Dai hoc Khoa hoc, Dai hoc Thai Nguyén da tao moi diéu kién thuan 1gi cho tac

gid trong sudt qua trinh hoc tap va nghién citu tai truong.
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Chuong 1. Mot sé6 16p ham sé don diéu

Trong chuong nay st dung cac tai lieu tham khao [2], [6] dé nhic lai cac kién thiic
co ban ctia mot s6 16p ham sé don diéu dé sit dung trong ching minh bat dang thic va

bai toan cuc tri lién quan.

1.1 Ham don diéu

Ta thuong dung ky hiéu I(a,b) C R 13 nham ngam dinh mot trong bén tap hgp (a, b),
[a,b), (a,b] hoac [a,b], véi a < b.
Xét ham s6 f(r) xac dinh trén tap I(a,b) C R.

Dinh nghia 1.1 (xem [2]). Néu v6i moi z1, 22 € I(a,b) sao cho 1 < z9, ta déu o
f(z1) < f(x2) thi ta néi rang f(z) 1a mot ham don dieu tang trén I(a,b).

Dic biet, khi ttng v6i moi cap z1, x2 € I(a,b), ta déu c6
f(xl) < f(.rg) =T < T9,

thi ta néi rang f(z) 12 mot ham don dieu tang thyc sy trén I(a, b).
Ngugce lai, néu véi moi x1, z9 € I(a,b) sao cho z1 < x9, ta déu c¢6 f(x1) > f(x2) thi ta

no6i rang f(r) 1a mot ham don diéu gidm trén I(a,b). Néu xay ra
f(x1) > f(x2) & x1 < x9; Va1, 22 € I(0,),

thi ta noi rang f(z) 1a mot ham don diéu giadm thue sy trén I(a, b).

Nhitng ham s6 don diéu tang thyc sy trén I(a,b) dugc goi la ham dong bién trén
I(a,b) va ham s6 don diéu gidm thuc sy trén I(a,b) duge goi 1a ham nghich bién trén
tap do.

Trong chuong trinh giai tich, ching ta da biét dén cac tiéu chuan dé nhan biét khi
nao thi mot ham s6 kha vi cho trudc trén khoang (a, b) 1a mot ham don diéu trén khodng
do.

Cac dinh Ii sau day cho ta mot s6 dic trung don gidn khac ctia ham don diéu.

Dinh 1y 1.1 (xem [2-6]). Ham s6 f(x) zdc dinh trén R* la mot ham don diéu tiang khi

va chi khi vdi mot cdp bo so duong ay, aso,..., ap va x1, T2,..., Ty, ta déeu co

iakf(xk) < (iak)f(ixk) (1.1)

k=1 k=1 k=1



Chitng minh. Khi f(z) don diéu ting trén R thi hién nhién ta cé

f(:p])gf(ixk>, j=1,2,..., n

k=1
Suy ra .
ajf(xj)gajf(Zxk),jzl, 2,..., n. (1.2)
k=1
Lay tong theo j (j =1, 2,..., n), tit (1.2), ta thu duge (1.1).
Ngugce lai, véi n = 2, tut (1.1), ta ¢

fx)+ef(h) <(1+¢e)f(x+h), Ve, h>0. (1.3)
Khi ¢ — 0, ta thu dugc f(z + h) > f(x), hay f(z) 1a mot ham dong bién.

Dinh 1y 1.2 (xem [2-6]). Dé bat ding thic

n

3t < £( ). (14)
k=1

k=1

duge théa man vdi moi bo so duong x1, xa,..., x,, dieu kien di la ham g(x) := /@)

don diéu tang trén RT.

Chitng minh. Nhan xét rang, ta ¢6 ham s6 f(z) = xg(z) va (1.4) sé ¢6 dang (1.1) v6i
aj=xj (=1, 2,..., n)

> g < (o). (15)

k=1 k=1 k=1
hién nhién dugc théa man tng v6i g(z) 1a mot ham don dicu tang trén R*.

Hé qua 1.1. Gid si g(x) = @) la ham don diéu tang trong [0, +oo]. Khi do, vdi mos
xz

day so duong va giam x1, xo,..., T, ta déu co

1

flxy — ) > <f(xk) — f(:vk+1)).

1

i

=
I

Nhan xét rang (1.5) khong 1a diéu kién can dé g(z) 1a mot ham dong bién. That vay,

chi can chon ham g(z) c6 tinh chat

0<g(z) € C(RT), Vo € R va maxg(z) < 2 ming(x),
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ta dé& dang kiém chiing rang (1.5) dugc théa man. Chang han, ta thay ham sb
g(z) =3 +sinz, v € RT,

thoa man diéu kién néu trén va vi vay n6 théa man diéu kien (1.5). Tuy nhién, ham
g(z) khong la ham don diéu tang trén RT.
f(z)

Néu bd sung thém diéu kién g(z) := “=-2 1a ham dong bién tren RY va 21, x9,..., z,
T

12 bo s6 gom cac s6 16n hon 1, thi ta thu duge bat déng thic thuc su

S s < £( ).
k=1 1

k=

Tuong tu, ta ciing phat biéu cac diic trung véi ham don dieu gidm.

Dinh 1y 1.3 (xem [2-6]). Ham f(z) zdc dinh trén R* la mot ham so don diéu giam khi

va chi khi vdi moi cdp bo so duong a1, as,..., ap VG4 1, Ta,..., Ty, ta déu co

En:akf(xk) > (En:&k)f(f:fﬁk>

k=1 k=1 k=1

Dinh 1y 1.4 (xem [2-6]). D¢ bat dang thitc

3t = £( ).
k=1

k=1

duge théa man vdi moi bo s6 duong x1, xo,..., x,, dieu kién di la ham g(x) := f—
don diéu giam trén R,

Nhan xét rang, trong s6 cac ham s6 so cap mot bién, thi ham tuyén tinh f(z) = ax
dong vai tro dac biet quan trong, vi né rat dé nhan biét vé tinh dong bién (khi a > 0)
va nghich bién (khi a < 0) trong mdi khoang tiy ¥ cho trude. Dac trung sau day sé cho
ta thay r6 hon vé dac trung (bat dang thitc ham) ctia ham tuyén tinh.

Dinh 1y 1.5 (xem [2-6]). Gid thiét rang, vdi moi cip bo so duong a1, az, ..., an; T1, T2, ..., Tn,
ta déu co
n n
> apf(ay) > f<z akxk)y (1.6)
k=1 k=1

thy f(x) = ax, trong dé a la hdng so.

Chitng minh. Lay n =2 vachon z1 =z, 20 = y; a1 = i, ag =

o , tr (1.6), ta thu dugc

N —

() _ fly)

<V, y € RT.
T Y



(=)

Suy ra g(x) := - 13 mot ham hing tréen RT.
T
Tiép theo, ta néu mot s6 tinh chat ctia ham don diéu dé udc lugng mot sb tong va
tich phan.

Dinh ly 1.6 (Maclaurin, Cauchy). Gid thiét rang f(x) la mot ham don diéu gidm trén
(0,+00). Khi do, ta luon co

n n n—1
SR RCTES SIC! (L7)
k=1 0 k=0

Khi f(z) la ham nghich bién thi c6 dau bat dang thic thue su.

Chitng minh. That vay, theo gid thiét, f(z) 1A mot ham don diéu gidm, nén ta luon c6

k+1
f(k+1)§/ F@)de < f(F), k=01, 2.
k

Lay tong theo k, ta thu dugc (1.7), chinh 1 diéu phai chiing minh.

Dinh 1y 1.7 (xem [2-6]). Gid thiét rang f(z) la mot ham don diéu gidm trén (0, +00)
va {ar} la mot day tang trong (0, +o00). Khi do, ta luon co

n

Z(ak —ag_1)f(ag) < / ' fz)dz < Z(ak —ag_1)f(ag_1). (1.8)
o k=1

k=1
Khi f(z) la ham nghich bién thi c6 dau bt d‘ci)ng thic thuc su.

Chitng minh. That vay, theo gia thiét, f(z) 13 mot ham don diéu gidm, nén ta ludn c6
(ar, — ap—1)f(ay) < / f(z)dr < (ag — ag—1) f(ag-1).

Léay tong theo k, ta thu dugce (1.8), chinh 14 diéu phai chiing minh.

Dinh ly 1.8 (Bat dang thic thtt tu Chebyshev). Gid st f(x) va g(x) la hai ham don

dieu tang va (ry) la mot day don diéu tang
r1 <22 < -0 < Ty

Khi do vdi moi bo trong (p))



ta deu co

(ipkf(l”k)) (ipkg(xk)) < (ipkf(xk)g(xk)),
k=1 1 p

Chitng minh. Theo gia thiét thi
0< [ £lar) = Flay)| |9lan) = glay)].
hay
fxr)g(z;) + f(z5)g9(xr) < f(x5)g9(x)) + fan)g(ar). (1.9)
Dé ¥ ring
>~ el gt + o) =2( D pef @) (3 prglan)),
k=1 k=1 k=1

va

> vl (@)g() + f)ger)] =2 pef(ar)g(er).

jk=1 k=1

Két hgp cac dang thitc nay véi (1.9), ta thu duge

(zn:m;f(%k)) (ipkg(%’k)) < (zn:pkf(ﬂﬂk)g(ﬂﬂk))-
s K1 K1

1.2 Ham don diéu tuyét déi

Dinh nghia 1.2 (xem [2]). Ham s6 f(x) duge goi 1a ham don digu tuyét ddi trong

khoang (a,b) néu dao ham moi cap clia n6é déu khong doi dau

F®(z) > 0; Vo e (a,b), k=0, 1, 2,...

Ciing vay, ta c6 dinh nghia ham dong bién va nghich bién tuyét doi.

Dinh nghia 1.3 (xem [2]). Ham s6 f(z) dugc goi 1a ham dong bién (nghich bién) tuyét
d6i trong khodng (a,b) néu cdc dao ham moi cap clia n6 déu la ham dong bién (nghich
bién) tuyet d6i trong khodng do.

Vi du vé cac ham s6 so cap don diéu, dong bién (nghich bién) tuyét déi trong khoang

(a,b), (a>0) la cac ham s6 sau.



